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Punteggio
(1) Un dado viene lanciato 420 volte. Poniamo Xi =numero di lanci che hanno dato come
risultato i, per i = 1, . . . , 6. Sia inoltre X la somma dei risultati ottenuti in tutti i
lanci.
(a) Determinare la densità delle Xi;
(b) determinare la media di X;
(c) veriﬁcare che Var(X) = 1225;
(d) determinare P (X ≥ 1500);
(e) stabilire se X1 ed X sono indipendenti;
(f) detta P ′ la probabilità condizionale deﬁnita da P ′(A) = P (A|X = 421) per ogni
evento A, determinare la densità della variabile X1 rispetto alla probabilità P
′.
Soluzione.
(a) Le Xi sono evidentemente binomiali Xi ∼ B(420, 1/6).
(b) Siccome X = X1 + 2X2 + 3X3 + 4X4 + 5X5 + 6X6 per la linearità della media
abbiamo
E[X] = E[X1] + 2E[X2] + 3E[X3] + 4E[X4] + 5E[X5] + 6E[X6] = 1470.
(c) Detto Yi il risultato del lancio i possiamo anche scrivere X = Y1 + Y2 + · · ·+ Y420
con il vantaggio che le Yi sono indipendenti tra loro. Le Yi sono uniformi in
{1, 2, 3, 4, 5, 6} e possiamo calcolare Var(Yi) = 3512 e concludere che
Var(X) = Var(Y1) + · · ·Var(Y420) = 42035
12
= 1225.
(d) Per il teorema centale del limite abbiamo che X è approssimativamente normale
di media 1470 e varianza 1225. Adoperando la correzione di continuità abbiamo
P (X ≥ 1500) = P
(
ζ0 >
1499, 5− 1470
35
)
= 20%.
(e) X1 ed X sono chiaramente dipendenti. Ad esempio perché se X = 420 abbiamo
che X1 = 420 con probabilità 1.
(f) Se X = 421 vuol dire che abbiamo necessariamente ottenuto 419 volte 1 e una
volta 2. Detta p′(k) la densità di X1 rispetto alla probabilità P ′ abbiamo quindi
p′(x) =
{
1 se x = 419;
0 altrimenti.
(2) Siano X e Y due variabili indipendenti uniformi nell'intervallo [1, 2]. Poniamo Z =
min(X, Y ) e W = max(X, Y ).
(a) Determinare la funzione di ripartizione e la densità di Z e di W ;
(b) giustiﬁcare l'indentità X + Y = Z +W ;
(c) determinare E[Z] e E[W ];
(d) stabilire se Z e W sono indipendenti.
Soluzione.
(a) La funzione di ripartizione di X ed Y è
FX(t) = FY (t) =

0 se x ≤ 1
t− 1 se 1 ≤ x ≤ 2
1 se x ≥ 2
Ricordando a questo punto che FW (t) = FX(t)FY (t) e che (1 − FZ(t)) = (1 −
FX(t))(1− FY (t)) otteniamo
FW (t) =

0 se x ≤ 1
(t− 1)2 se 1 ≤ x ≤ 2
1 se x ≥ 2
e
FZ(t) =

0 se x ≤ 1
−t2 + 4t− 3 se 1 ≤ x ≤ 2
1 se x ≥ 2.
Le rispettive densità si ottengono derivando le funzioni di ripartizione. Otteniamo
fW (t) =
{
0 se x ≤ 1 o x ≥ 2
2(t− 1) se 1 ≤ x ≤ 2
e
fZ(t) =
{
0 se x ≤ 1 o x ≥ 2
4− 2t se 1 ≤ x ≤ 2
(b) Se X ≤ Y abbiamo W = Y e Z = X, e se X ≥ Y abbiamo W = X e Z = Y . In
ogni caso è del tutto evidente che X + Y = W + Z.
(c) Calcoliamo
E[Z] =
∫ +∞
−∞
tfZ(t)dt =
∫ 2
1
(4t− 2t2)dt = 4
3
.
Grazie alla relazione dle punto precedente abbiamo
E[W ] = E[X] + E[Y ]− E[Z] = 3
2
+
3
2
− 4
3
=
5
3
.
(d) Z e W sono dipendenti in quanto, ad esempio, 0 = P (W < 1.5, Z > 1.5) 6=
P (W < 1.5)P (Z > 1.5).
(3) Si considerino 30 variabili indipendenti X1, . . . , X30 eventi la seguente funzione di den-
sità
f(t) =
{
4(t− t3) se 0 ≤ t ≤ 1
0 altrimenti.
(a) Veriﬁcare che f(t) è eﬀettivamente una densità continua;
(b) determinare Var(X1);
(c) deteminare P (X1 + · · ·+X30 > 15).
Soluzione.
(a) Si ha
1. f(t) ≥ 0 per ogni t ∈ R: infatti in [0, 1] si ha t − t3 = t(1 + t)(1 − t) ≥ 0 in
quanto prodotto di termini nonnegativi.
2.
∫ +∞
−∞ f(t)dt =
∫ 1
0
4(t− t3)dt = 1 e quindi f(t) è una densità continua.
(b) Si ha
E[X1] =
∫ +∞
−∞
tf(t)dt =
∫ 1
0
(4t2 − 4t4)dt = 8
15
e similmente E[X21 ] =
1
3
da cui Var(X1) =
1
3
− 64
225
= 11
225
.
(c) Per il teorema limite centrale abbiamo S30 = X1 + · · ·+X30 ∼ N(30 · 815 , 30 · 11225),
e quindi
P (S30 > 15) = P (ζ0 >
15− 16√
22
15
) = P (ζ0 > −0.82) = 79.4%.
